



Matematický časopis, Vol. 23 (1973), No. 3, 240--248
Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/126885
Terms of use:
© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1973
Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.
This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz
Matematický časopis 23 (11973), No. 3 
N-SCHRÄGVERBÄNDE UND QUASIORDNUNGEN 
ALFONZ HAVIA.R, Banska Bystriea 
I n seiner Arbeit [1] zeigte M. D. G e r h a r d t s , daß zwischen Fast verbänden 
und bestimmten Quasiordnungen eine enge Beziehung besteht, so daß Fa,st-
verbände gewissermaßen mit derartigen Quasiordnungen identifiziert werden 
.können. In der folgenden Untersuchung wird eine größere Klasse von nieht-
Icommutativeu Verbänden angegeben, für die eine solche Identifizierung mög­
lich ist. 
Wir vereinbaren folgende Bezeichnungen. Ist M eine nichtleere Menge und 
T eine zweistellige Relation auf M\ so bedeute 
1): == {(x, x)\x £ M}9 k(T) : = T n T^s 
h(T): = TT-*, h2(T): = T^T. 
Manchmal schreiben wir stat t (a, b) e T auch a T b. 
1. Fastverbänle und N-Schrägverbände 
Es sei M eine nichtleere Menge, und A und v seien zwei binäre (eindeutige, 
vollständige), idempotente und assoziative Operationen, in M. Die Algebra 
(M: A, v) heißt ein Fastverband ([!]), wenn für je drei Elemente a. b. c e M 
die folgenden Axiome gelten: 
(Sh) (a v b) A (c v b v a) — a v b, (Sy) (a A b A c) v {5A a) — b .. a. 
(TA) (c x b v a) A (avb) = bv a, (Tv) (b A a) v (a A 5 A. A) = a ' b. 
Das Axiomensystem ist dualsymmetrisch in folgendem Sinne: Es Inf invariant 
gegenüber der Umk.eh.rung der Reihenfolge der Elemente bei gleichzeitiger 
Permutation von. A und v. 
1.1. Eine Algebra (M; A. V) mit zwei binären, assoziativen (eindeutigen und 
vollständigem) Operationen A und v in der nichtleeren EI enge M ist genav. dann 
ein Fastverband, wenn die Forderungen 
MO 
(BA) a A (6 v a) = a, (J3V) (a A b) v a = a, (TA) tmcl (f
?
v) 
für je drei a, b, c e I f erfüllt sind ([1]). 
1.2. FJs sei (M; A, v) ein Fastverband. Dann gelten folgende Aussagen: 
(CA) a A (a v 6) = a, (üv) (6 A a) v a = a, 
(KA) (6 v a) A a = a, (FJV) a v (a A &)= a, 
(öA) a A 6 A a = a A 6, (Gv) a v 6 v a = & v a, 
für je zwei a, b e M ([1] und [2]). 
Definition I. Ks sei Jf eine nichtleere Menge, und A und v seien swei binäre 
(eindeutige und vollständige), assoziative Operationen in M. Die Algebra (31; A, v) 
nennen wir ein NSchrägverband, wenn für je drei Elemente a, &, c e M die 
folgenden Axiome gelten: 
(CA) a A (a v &) = a, (Ov) (& A a) v a = a, 
(IA) a A a = a, (lv) a v a •= a, 
(NA) a A (& A c) = O A ( C A 6), (Nv) (c v 6) v a = (6 v c) v a, 
„Das Axiomensystem ist auch dualsymmetrisch im vor bezeichneten Sinne. 
1.3. Für je zwei Elemente a, h eines NSchrägverbandes gilt: 
( # A ) , (G v ) , (-SA) ^ c l (J5V). 
B e w e i s . Aus (NA)? (Nv), (1A) und (lv) folgt unmittelbar (G ) und (Grv). 
Aus (öv), (GA), (CA), (<7V) erhält man leicht (B ) und (JBV). 
1.4. Jeder Fastverband (31; A, V) i8£ ein NSchrägverband. 
Beweis . Für je drei Elemente a, b, c e M gilt wegen 1.2 
a A. 6 A c = (a A c A 6 A a A 6 A C )V (a A 6 A C) = (Cv) 
= (a A c A 6) v (a A 6 A C) (ÖA) 
und entsprechend 
a A c A & = (a A 6A C A a A C A &) v (a A C A 6) = . (Cv) 
= (a A & AC) v (a A c A &).. ((?A) 
"Daraus folgt 
a A c A 6 = (a A 6 A c) v (a A C A J) = 
(a v (a •' b A c) v («. A c A 6)) A ((«, A CA&) V (« A & A C)) = (TJ 
2 4 1 
•~ (a / (a A c / b)) v (a A b <\ e) ~ 
=-- <*> ; 6 - c. (£»v) und ( / A ) 
(NY) ergibt sich dual, woraus wegen. J.2 die Behauptung folgt. 
Die Algebra ({at 6, c, d}; A, v) mit den. Operationen 
/ \ a b c d > \ a b c d 
a \ a a a a. a \ a b c d 
b \b b hb 6 | # ft c d 
c \ b b c c e \ c e e d 
d \ b b d d d \ c c c d 
ist ein N-Sehrägverband, aber kein Fastverband (X.. 11 (d v a) . a ••-.-.• r n 
^ b #: a.) 
1.5. Ä%i< N-Schrägverband (M': /, v) i # daww, •?i/w4 ? w r rfarm v-iw Fastverbav^. 
wenn (EA) tewl (Ey) für je a7 b e M erfüllt sind. 
Beweis . Es sei (Jf; A, V) ein N-Sohrägverband und (EA) iiii.cl \Ey) sei *m 
je a, b e ,/¥ erfüllt. Dann, gilt für je drei Elemente a, b, c e J/i 
(c • b •/ a) v (« v b) -- (c / & v a) A (« v b) v, (a v & v a) •-- c V - A ; 
•-̂ - (c v & •/ a)r. (a v 6) -\ (6 v a ) ^ *//v) 
-•:-- (c •/ 6 •/ a) / (b v a) > (a- / 6) ••--• ; A ^ . 
=~ (6 / u) i\ (av b) ™ i//'A ) 
••-» (ft v a) v (b v # v 5) ••-- & / a, (6'v) und (^A; 
Dual gilt (:TV). Also ist (M; A, V) nach 1.3 und U ein Fastverband. Die *'n. 
kehrung folgt unmittelbar aus 1.2 und L4. 
2. Ausgezeichnete Quasiordnungen 
Es sei M eine niehtleere Menge, /£ eine zweistellige, reflexive und transiMw 
.Relation, auf M. Das Paar (M; R) heißt sodann eine Quasi Ordnung. 
Definition II. ifo 65ei (M: R) eine Quasiordnung und i n , R-> zweistellige Rela-
tionen auf M. Wir nennen (M: R, i?i, 14) ei'/iß ausgezeichnete Quasiorrh/mtg. 
wenn für die Relationen i?i, R% folgenden Bedingungen gelten: 
d) Mi c.iS und R2 £ lt, 
(Ü) 7i't, ßa «S'iBcI Halbordn/ungen, 
(iii) fh(Rt) n k(i?) c /> w«rf 7*2 (JS2) n ifc(jK) c / ) . 
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B e m e r k u n g . "Falls dabei R\ --=•• J?2 erfüllt ist, so erhält man eine ausge-
zeichnete Quasiorduung im Sinne [!]. 
Es sei (M: R, R\, R%) eine ausgezeichnete Quasiordnung und (a-\, . . ., an) 
*.i i „i 11) -1 u pe l v 011 El e in ei l ten aus M, 
Definition III. Ein Element u e M heißt eine ausgezeichnete untere Schranke 
von (a.\. . . ., a„), wenn u R ax für alle l =--• i, . . . , n gilt. Gibt es in der Menge 
der ausgezeichneten unteren Schranken von (a\, . . . . . an) ein Element i mit den 
beiden Eigenschaften i R\ a% und u R i für jede ausgezeichnete untere Schranke uy 
*o heißt i ein ausgezeichnetes Infimum von (a-\, . . ., av). 
Definition IV. Ein Element o e M heißt eine ausgezeichnete obere Schranke 
r-on (a\. . , ., an), wenn a& R o für alle / ------ l.? . . ., n gilt. Gibt es in der Menge 
tle.r ausgezeichneten oberen Schranken von (a\, . . . , an) ein Element s mit den 
beiden Eigenschaften an R% s und s R o für jede ausgezeichnete obere Schranke, o, 
•vo heißt s ein ausgezeichnetes Supremum von («j, . . . r an). 
2,1. In einer ausgezeichneten Qnasmrdnung (ilf; .R, R\, AV) gibt es zu jedem 
n-tnpel (a.\, , . .. an) E M
n höchstens ein ausgezeichnetes Infimum und höchstens 
' in ausgezeichnetes Supremum, 
BCWOIK. Ks seien i\ und 1*2 zwei ausgezeichnete Inüma von (a\, . . ., an). liaiui 
.lält ?*i R\ r/j, 1*2 R\ a,\, i\ R i% und %% R i\. Daraus folgt (ii, i%) e h\(Rx) n k\R), 
also i\ ••..- -li. Entsprechend beweist man den zweiten Teil der Behauptung. 
Das durch 2.1 im Falle seiner Existenz eindoutig bestimmte ausgezeichnete». 
Infi in 11 in von (a.\, . . . , an) soll kurz ra.it inf(a%, ...... an) bezeichnet werden. 
Khcnso schreiben wir sup(a>i, ...,an) für das ausgezeichnete Supremmn von. 
n.\. . . ., an), falls ein. solches vorhanden ist. 
Es m%\ (M: .R, R\; i?2) eine ausgezeichnete Quasiorduung. Wie man leicht 
na-ci»prüft, gelten folgende Aussagen. 
2.2. inf(a, a) -*= a, sitpia, a) =•-•• a. 
2.3* aRb *•> inf(a, b) = r/, aRb o sup(a, b) ~-- b. 
2.4, allib <;> inf(b, a) -~ a, aR$ o sup{b, a) ~~ b. 
3. Relation in N~Schrägverhänden und Operationen in ausgezeichneten 
Quasiordnungen 
3.1. Es sei (M: /-., v) ein N-Schrägverband. Wir er klären auf M drei Relationen 
/»', R.\. 7?2 durch die Festsetzung 
(>*) «Ab 1 <> (i A 6 •-= a, 
2 4 3 
{fjj alhb : <s> b / a =~ #, 
ij2) aR%b : <-•> 6 v a -••--• 6. 
/i«/ew isi (M; R, Ei, M2) eine ausgezeichnete Quasiordnung. 
Beweis . Aus Idempotenz und Assoziativitat von .' folgen Rpfiexivitai 
und Transitivität von .1?. Nun zeigen wir, daß für die beiden Relationen lii. Ii: 
die 'Behauptungen (i), (ii) und. (iii) erfüllt sind, 
(i). .Es gelte aR{b; dann ist b v a == a und nach (6r ) a ,. b •••••••• a. h a 
.-.. a '. a -- a, also gilt allb. Der zweite Teil ergibt sich dual. 
(U). Aus Idempotenz und Assoziativitat von / folgen Reflexivität und Transi-
tivität von R\. Nun gelte aRjb und bR\a; dann ist mit (G ) b - ••• a, b .-
--••• a - fe A. n —• « A a =_- a. Der zweite Teil ergibt sich dual, 
(iii). Ist (a,b)e.R, (b,a)eR, (a,v)eRi und (b,v)eR\., so folgt aus (N ; 
<« ••-.-. #; .--. # — v i: a ,-. b =•-• v A b A a •--•= v /. b ~ 6. Der zureite 'Teil ergibt siel). 
dual. 
Es sei J4 •--••• (M; /•, v) ein N-Schrägverband. Die ausgezeieluiete Quasiord 
iiiiüg (itf; ,/r\ .Äi, R})* vermöge (r), (*rjj und (T2) zum N-Sehrägverband *// 
zugeordnet, bezeichnen wir mit*d/*. 
3*2, Im öfer ausgezeichnetem- Quasiordnung ,///'* ---••• (M; R. R\. R>) hat jvde* 
geordnete Paar (a, b) e M2 genau ein ausgezeichnetes Infinmm und gma/n ein 
a/mgezeic,hnetes Supremum. 
Beweis . Leicht beweist man a A b -~- inf(a, b) und rt. •• 6 -•-•• sup(a, b). I>IV 
EJncJentigkeit folgt aus 2.1.. 
3.3. #6' sei (M; R, Ri, R2) eine ausgezeichnete Quasiordnung, in der jede* 
geordnete Paar von Elementen ein ausgezeichnetes Infinitem und ein aabge-
zeichnetes Suprem-um hat. Wir erMären in M zwei Operationen und ilarr/t 
die Festsetzung 
(oA) a . b : --: inf(a, 6). 
(ov) a v b 1 ----- sup(a, b), 
Ihm/n ist (IM; :., v) ein N'-Schrägverband. 
Bewei s , .Ans 2.2 folgt (IA) und (/v). .Es sei ij, ----- inf(a, inf(b.<
%)), /- -• 
• inf(inf(a,b),c) und i$ -~ inf(a, inf(c, b)). Leicht beweist man mit .Hilfe {•/; 
und (ii) von der Definition 11 i\ -••-- iw/(tf. b, rf) -» ig -~ i3ä Daraus folgt Asso/bi-
tivitat von /. und (NA). FCntsprecheiid beweist man Assoziativitat von und 
(Nv)„ Offensiehtlieh gilt inf(a, sup(a, h)) -- «• und sup(inf(h, a), a) ~~ a. Damit 
ergibt sieh auch (CA) und (C¥)„ 
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VJH sei -// ----• (M; .R, J?j, .R2) eine ausgezeichnete Quasiordnung, in der jedes 
geordnete Paar von Elementen ein ausgezeichnetes Infimum und Supremuin 
hat. Den N-Schräg verband (M; A, V) zugeordnet durch die Pestsetzung (<> ) 
und (ov), bezeichnen wir mit M
+. 
4. Ordnungstheoretische Charakterisierung der M-SchrlgYerblade 
Nun zeigen wir, daß zwischen N-Schrägverbänden und ausgezeichneten 
Quasiordnungen, in denen jedes geordnete Paar von Elementen ein ausge-
zeichnetes Infimum und ein ausgezeichnetes Supremum hat, eine eindeutige 
Beziehung besteht. 
4.1. Es seiJt = (M; A, V) ein N-Schrägverband; es gilt: 
(jt*y=jt. 
Beweis . Jt = (31; A, V) und (Jt*)+ = (Jf; n , U) sind Algebren über 
derselben 'Menge Jlf. Aus Dualitätsgründen genügt es, die erste der beiden 
Identitäten a A 5 = a n 6 und a y b •= a U b nachzuweisen. Es sei a n J == i. 
Mach (oA) ist i = iw/(a, 6) in der ausgezeichneten Quasiordnung «Jf* = 
r.- (Jlf, i?, i?i? .82), also ist: 
(a) ll?i« und iRb, 
(b) uRa und %ß& => tdBi. 
Aus (a) ergibt sich mit Hilfe von (r) und (r±) a A % = i9 i A 6 = i. Naoh (N ) ist 
dann a A b A i -<= a A i A b = a A i — i, also 
(c) a A 6 A i = i. 
Nach (r) Lind (n.) zusammen mit (JA) ergibt sich a A bRia und a A bRb. Daraus 
folgt wegen (b) a A &JR* und somit nach (r) 
(d) a> A b A i == a A b. 
Aus (c) und (d) folgt aA& = i = a n & . 
4.2. 1& sei ,# = (M; R9 R±, J?2) efe m jßecJe siehende ausgezeichnete Quasiord-
nung; es gilt (01+)* = ^ 
B e w e i s . ^ = (M; B, Mi, jß2) und («+)* = (Jf; S, Sly S2) sind ausgezeichne-
te Quasi Ordnungen über derselben Menge M. Nach (r), (oA) und 2,3 ist 
aSb o a Ab = « o a == inf(a9 b) o aRb, 
also S = JK. Nach (n), (oA) und 2.4 ist 
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aSib o h A a = a o a = inf(b, a) ^> aB\b, 
also Ä'i = B\. Entsprechend erhält man S% = Rt. 
Auf Grund dieser eindeutigen Beziehung können N-Schräg verbände mit 
den in Rede stehenden ausgezeichneten. Quasiordnungen gowissorniaßen 
identifiziert werden. 
5. Beispiele 
5 X Es sei Z die Menge aller ganzen Zahlen. Für je zwei Elemente a, b eZ 
werde festgesetzt 
a A 6 : = X\ggT(atb)\, 
a v b : = (i \kgV(a, b)\; 
es sei: 2 == 1 (er = 1) wenn a ^ 0 (b ^ 0), 
J, r= — 1 (ff =-= — 1) WeiUl « < 0 (6 < 0) . 
Dann ist (Z; A, V) ein N-Schrägverband, jedoch kein Fastverband (z. ß . 
(0 v —-2)'A —2 = 2 -7-= —2). Die zugeordnete ausgezeichnete Quasiordnung 





o a\b und auch (ab > 0 oder a ^ 0, b == 0). 
o «16 und ab > 0. 
5.2. Es sei C die Menge aller komplexen Zahlen, Für zwei komplexe Zahlen 
a == («i, cig), ß = (fei, 62), «i <; 61 setzt man 
a A ß : = m} ß /\ a 1 = (a\, a% -f- 5g — 61), 
a v j8 : == ß9 ß v a : = (61, % + «2 —- 61). 
Dann ist (0; A, V) ein N-Schrägverband, jedoch kein Fast verband., Die zu-
geordnete ausgezeichnete Quasiordnung (C; B, Bx, B2) ist durch die Fest-
setzung 
aBß : o % <; 61 , 
«jßi/? : o «i <; 61 und bx — «1 --= 62 - «2, 
«jfi^ : o «1 ^ &i und 6j. — «1 = a% -— 62 
bestimmt. 
5*1* Es sei 2> ein Verband und A eine endliche Menge A -= f«i?, , , ,Mn\, 
246 
'Weiter seien (/i, . . . , f n ) , (g\, . . ., gn) zwei w-Tupel solcher Abbildungen des 
Verbandes L in die Menge A, für welche 
ftWeA-frix), ...9f^x(x)} 
gt(x) e A — {gi(x), . . ., gr€_x(Ä?)} 
(„t; G i", i 6 {2, . . ., TI}) gelten soll. 
Es sei (x,a-i), (y,m) eL x A. Dann existieren Abbildungen/#, gh, so daß 
die Beziehungen fk(x) = m, gn(y) = % erfüllt sind (i, j ? Je, h e {1, . . ,, n}). 
Nun setzt man 
(#, a<) A (f, %) : = (x A y, /*(a A y)), 
(^ «i) v (y, m) : = (a v y, grÄ(o; v y)). 
Dann ist die Algebra (L X ^4; A, V) ein N-Schrägverband. Die zugeordnet© 
ausgezeichnete Quasiordnung (L X A; R, R\, R%) wurde auf folgende Weis© 
definiert: Es sei S die Halbordnung im Verband L und (x, m), (y, %) e L X A. 
Ks gilt 
(x, m) R (y, m) : <> x ^ y, 
(x, m) R\ (y, m) : o x <i y und es g ibt / t , so daß 
fk(x) = m, fk(y) = m gilt, 
(xy m) J?2 ('//, %) *
 <:> x S y und es gibt gi , so daß 
grÄ(#) = at9 gh(y) = % gilt, 
L j , &, Ä G {1, . . ., n}. Ist / # = grjfc für jedes k e (1, . . . , #}, dann gilt auch 
Ei ~~ R%, und (L x .4; A, V) ist ein Fastverband. 
5.4. Es sei (T, aä) ein zusammenhängender topologischer Raum, wobei % 
das System der abgeschlossenen Mengen bedeutet. Zu jeder Teilmenge i g f 
ist ihre abgeschlossene Hülle (mit A bezeichnet) und ihr Inneres (mit int(A) 
bezeichnet) zugeordnet, Es sei Sf ~ {int(A) j A e %} und 0> = % U Sf'. Für je 
zwei Elemente 4,? .ß e # werde festgesetzt: 
ist A e öii dann 4 A JB : = 4 n .5, 1? v 4 : = l u i , 
ist 4 £ f/ dann A A II ; = A n m£(J5), J5 v 4 : == ir^(I?) U _/i. 
Die Algebra («^; A, V) ist ein N-Schrägverband. Die zugeordnete ausgezeichnete 
Quasiordnung (SP, R, Ri, R%) ist durch 
ARB : o A c B, 
(A E % im B = T 
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ÄKlB ' " \A <= B für B J± T und A,Be<& oder .4, JB e ^ , 
.jBe<&_ für J = 0 
' '' Z : "^M c 5 für .4 # 0 und X .S e # oder .4, i? e,^ 
bestimmt. 
Ist (T9
 {Jli) das kleinste Element im Verband der Ti-topologiseheii Räume, 
dann gilt B\ = B% = B9 und sie stellt einen, Verband dar. 
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